Représentations linéaires de groupes
finis

Geoffrey Deperle



Représentations linéaires de groupes finis

Table des matiéres

L Generalites sur les representations lineaireg
IL.I —Dennitions et premiers theoremeyd . . . . . . . . . . . . . ..o oo
IL.2  Caractere d'une representation . . . . . . . . . . . . . .. 00w e e e e e e e
IL.o Construction de representatlon . . . . . . . . . . . . . o v v v e e e e
IL.4 Application : heprésentations irreductibles de Sz et 5S4 . . . . . . . . . . . . ..

£ Iranstormee de Fourler., convolution et application
1 Transtormee de BHourier et convolution

P Construction de representation irreductible du groupe symetrique
b.l lableaux de Young . . . . . . . . . . .. e e e e e
b.2 Construction de representations de S, . . . . . . . . . . . ...
b.o Application : Representations irreductibles de o4 et oS4 . . . . . . . . . ... ..

Introduction

© o Ot NN



Représentations linéaires de groupes finis 2

1 Généralités sur les représentations linéaires

Dans toute la suite, G' désignera un groupe fini d’élément neutre 1 et V' un C-espace vectoriel
de dimension n € N*.

1.1 Définitions et premiers théoremes

1.1.1 Représentations et morphismes

Définition 1. On appelle représentation linéaire de G sur V un morphisme p :
G — GL(V). C’est-a-dire qu’a tout élément g € G, on associe un automorphisme p, de
V vérifiant Vg, g’ € G, pgy = pg © py

Remarque 2. Comme p est un morphisme de groupe, on a les relations suivants :
— p1=1id
— Vg G, pg1 =py’

Définition 3. On appelle degré d’une représentation p la dimension de V.

Exemple 4.

1. Considérons C[G] l'espace vectoriel de dimension |G| dont une base (ey)4ec une base est
indexée par G. En associant a s € G 'application ps qui envoie e, sur e,,, on définit une
représentation du groupe G sur V de degré |G| appelée représentation réguliére de GG

2. Plus généralement, si G opére sur un ensemble fini X et V' un espace vectoriel dont une
base (e, )zex indexée par X . En associant a s € G l'application ps qui envoie e, sur es.,, on
définit une représentation du groupe G sur V appelée représentation de permutation
associé a X

Exemple 5 (Représentation du groupe diédral). Considérons le groupe diédral Dy, = (r, s)
d’ordre 2n. L’application p : Dy, — GLy(R) tel que p,. et ps a pour matrice dans la base

canonique
cos % —sin %T 1 0
My = sin <2”> Cos g” ) et M. = (0 —1>
(%) eos (%)

définit une représentation du groupe diédral de degré 2.

Définition 6. Soit V, V' deux espaces vectoriels et p (resp. p’) une représentation de G
sur V' (resp. V'). f : V — V' une application linéaire. On dit que f est un morphisme
de représentation (ou que f est G-équivariante) si Vg € G, pj o f = f o p,. C'est-a-dire
une application linéaire f tel que le diagramme suivant commute :
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On note Homg (V, V') I'espace vectoriel des morphismes de représentations de V' vers V.
Deux représentations (V) p), (V’, p’) sont dites isomorphes si il existe un automorphisme de re-
présentation de V vers V.

G agit sur L(V,V’) par l'action g - f = pj o fo pg_l qui définit une représentation de G sur
L(V,V'). L’ensemble des morphismes de représentations constitue alors I’ensemble des points
fixes de cette action.

Exemple 7. Toute homothétie de (V,p) est un endomorphisme de représentation de V. En
effet, pour f = Xid, on a Vo € V,g € G, p;" o f o py(x) = Ap, ' (pg(x)) = Az = f(x)

Proposition 8. Soit V, V' deuz espaces vectoriels, p (resp. p') une representation de G

sur V (resp. V'). f:V — V' une application linéaire. L application f° = |G] > p’_l o
geG

f o p, est un morphisme de représentation de V' sur V'.

Preuve : 1l suffit de vérifier que pour tout s € G, f° vérifie ,0;_1 o f00 p, = fO.
Soit s € G,

1 —1
A OfOOps—mZp Yop Tt o fop,op,

geG

-1
IG\ D Pgs 00 pgs

geG
|G| > 'ofo g En ré-indexant la somme
geG
= fo
Donc fY est un morphisme de représentation. O

1.1.2 Sous-représentations

Définition 9. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Si W est stable par p, pour tout
g € G, alors la restriction de p, sur W définit une représentation de G sur W. On dit
alors que W est une sous-représentation de V.

geG
est stable par ps pour tout s € G. Ainsi, W est une sous-représentation de V' de degré 1.

Exemple 10. Soit (V, p) la représentation réguliere de G. L’espace vectoriel W = Vect (Z eg)

Proposition 11. Soit (V,p),(V',p') deux représentations de G et f un morphisme de
représentation de V wvers V'. Kerf (resp. Imf) est une sous-représentation de V' (resp.

V')

Preuve : Montrons le seulement pour Kerf.
11 suffit de montrer que pour tout s € G, ps(Kerf) = Kerf. On a pour x € ps(Kerf), il existe
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' € Kerf tel que x = ps(z') dou f(ps(z')) = p.(f(2’)) = 0 d’ou linclusion. Soit = € Kerf,
alors © = ps(ps-1(x)) et ps-1(z) € Kerf par le méme argument. O

Théoréeme 12 (de Maschke). Soit (V,p) une représentation de G et W une sous-
représentation de V. Il existe une sous-représentation WO tel que V.=W & WV,

Preuve : Soit W' un supplémentaire quelconque de W dans V. Notons p : V. — W la
1 _
= ?Zpg fopop,
‘ ’ geG
Pour 2 € W, p,(x) € W par hypothése donc p, ' o po p,(z) = x. Ainsi, Vo € W,p°(z) = z.
p° est donc un projecteur sur W parallélement & un certain supplémentaire Kerp®. Comme de
plus, p® est un morphisme de représentation. W° est une sous-représentation de V. 0

projection sur W parallélement & W’. Posons p°

Définition 13. Soit (V, p) une représentation de G. On dit que V est une représenta-
tion irréductible si ses seuls sous-représentations sont {0} et V.

Exemple 14.
1. Toute représentation de degré 1 est irréductible.

2. En notant (e;)icpiny la base canonique de C". C" est une représentation du groupe sy-

métrique S, par la représentation qui a o € S, associe 'automorphisme qui a e; envoie
o) (I s’agit de la représentation de permutation associé a [1,n] avec 'action triviale
du groupe symétrique sur [1,n]).
L’hyperplan H = {(z1,...,2,) € C|lx; + -+ + 2, = 0} est une sous-représentation de
C". Elle est irréductible. En effet, on peut vérifier que pour tout x € H — {0}, les oz
engendrent H. Donc, si par 'absurde il existe une sous-représentation de H différente de
{0}, alors elle contient un élément x non nul, donc contient H.

Proposition 15. Soit G un groupe fini abélien, toute représentation irréductible de G
dans E est de dimension 1.

Preuve : Soit G un groupe abélien, les {p,, 9 € G} forment une famille commutative et
diagonalisables (car pour tout g € G, p, est annulé par X Gl — 1 scindé & racines simples).
Donc les {p,,9 € G} sont co-diagonalisables. En particulier, ils possedent un vecteur propre
z € E\ {0} en commun.

La droite vectorielle Cz constitue alors une sous-représentation non nulle de (V, p) donc comme
V = Cx et est de dimension 1. O

[ Proposition 16. Toute représentation est somme directe de représentation irréductible.

Preuve : Par récurrence sur la dimension de V. Si dim V' = 1, alors V' est irréductible.
Supposons que toute représentation de degré n est irréductible. Soit V' une représentation de
degré n + 1.

— Si V est irréductible, il n’y a rien a faire

— Sinon, il existe une sous-représentation W vérifiant dim W < dim V. D’apres le théoreme

de Maschke, il existe une sous-représentation W tel que V. =W @ W°. En appliquant
I'hypotheése de récurrence & W et W0, on obtient une décomposition de V' en somme de
représentations irréductibles.

U
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1.2 Caractere d’une représentation

1.2.1 Définitions

Définition 17. Soit (V, p) une représentation de GG. On appelle caractére de la repré-
sentation 'application :
x : G —» C
g +— tx(pg)

Proposition 18. Soit (V, p) une représentation de G de caractére x. Alors
1. x(1) =dimV
2. Vg€ @, x(g™") =x(g)
3. ¥g,h € G, x(hgh™") = x(9)

Preuve :

1. x(1) =tr(id) = dimV

2. Notons n = |G/, on a p;" = pyn = py = id donc le polynéme X" — 1 annule p,. En parti-
culier, toutes les valeurs propres A de p, sont des racines de l'unité donc vérifient A=! = A.

xX(g™h) =tr(pg1) =tr(p, )= > A= > A= Y A=x(y).
AESp(pg) AESp(pg) AESp(pg)

3. x(hgh™) = tr(prgn-1) = tr(prpgpn-1) = tr(pgpnpn—1) = tr(pg) = x(9)

1.2.2 Relation d’orthogonalité des caractéeres
Dans la suite, on posera pour ¢, 1) deux fonctions de G dans C. On pose :
1 _
(9.) = [€] > o(9)v(g)

geG

dont on peut vérifier qu’il s’agit d’'un produit scalaire.

-

Lemme 19 (de Schur). Soit (V,p), (V',p') deuz représentations irréductibles de G.

1 sV et V' sont isomorphes

0 stnon

dim(Homg(V, V")) = {

Preuve : Supposons que V et V'’ ne sont pas isomorphes. Soit f : V' — V’ une application
G—équivariante. Kerf est une sous-représentation de V' donc Kerf € {{0},V} et f est une
sous-représentation de V' donc Imf € {{0}, V'}. Par I'absurde, si Imf = V", alors si Kerf = 0,
f est un isomorphisme de V vers V'. Donc f est 'application nulle.

Supposons que V' et V'’ sont isomorphes, fo un isomorphisme de V' vers V'. Soit f une applica-
tion G—équivariante. L’application f;* o f est G—équivariante. Comme C est algébriquement
clos, f; ' o f admet une valeur propre A d’ott Ker(f; 'of—\id) # {0}. Comme V est irréductible,
on a Ker(fy o f—Ad) =V dou f;'o f = \id donc f = Afy. D’ott Homg(V, V') = Vect(fo)
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Lemme 20. Soir (V, p) une représentation de G. L’application

p -V = \%
r > pgx
|G| geG g

est un pmjecteur sur VG lensemble des points fize sous laction de G. En particulier

dim V¢ = Z X
‘G’ gEG !

Preuve : p laisse invariant tous les éléments de V¢ donc définit un projecteur sur V¢
parallelement Kerp.

On a de plus dim V¢ = rg(p) = tr(p) ]G| > X O
geG
Ainsi, comme en considérant la représentation de G sur £(V,V’), on a

dim(Homg (V, V")) = dim(L(V, V)¢ ‘G’ D XoXgt = (X))

geG

Le lemme de Schur permet donc de conclure la proposition suivante :

Théoréme 21. Siy est le caractére d’une représentation irréductible, alors (x,x) = 1. Si
x et X' sont deux représentations de représentations irréductibles non isomorphes, alors

(X x") =0.

1.2.3 Décomposition en représentations irréductibles

Les caracteres permettent de caractériser les représentations.

Proposition 22. Deux représentations d’un groupe G sont isomorphes si et seulement
si elles ont le méme caractere.

Preuve : Soit V' une représentation de G. V' se décompose en produit de représentations
k

irréductibles : V = @V;m avec n; > 0 (éventuellement égal a 0). En notant xi,...,xx les

i=1
caracteres des représentations irréductibles de GG. On a d’apres le théoréme précédent : Vi €
[1,n],n; = (x, xi)- Donc V est définie intrinsequement. O

En partlcuher, si x est un caractere irréductible, on a (x, x) = 1.

Exemple 23. En considérant la représentation réguliere C[G] de G. On a Vg € G, x¢j¢)(g) =
|G| sig=id . K

0 _ Alinsi, en prenant une représentation V = EB V" avec les V; les représentations
sinon =1

régulieres de GG de caracteére x;, on a

{(Xi> Xcla)) = |G| Z xca (g |G| Z xi(id) = dim(V}).

geG geG
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k

En particulier, comme xc[q = Z<Xi’ Xc[a])Xi» on a en appliquant cette relation a id, la relation :
i=1

k
|G| = Z dim(Vz)2
i=1

1.2.4 Fonctions centrales

Définition 24. On dit qu’'une fonction f : G — C est centrale si elle est constante sur
les classes de conjugaison, c’est & dire, pour tout g,h € G, f(hgh™') = f(g)

Exemple 25.
1. Les indicatrices des classes de conjugaisons sont des fonctions centrales
2. Les caracteres des représentations de G sont des fonctions centrales.

L’ensemble des fonctions centrales définit un espace vectoriel dont la dimension est égal au
nombre de classe de conjugaison de G.

Proposition 26. Soit f une fonction centrale définie sur G et V une représentation de
G. La fonction
fr 'V — |4

r f(g
\G\g%

est G-équivariante. Si de plus V est irréductible, alors c’est une homothétie de rapport

- V(fV,Xv>

Preuve : On a
prfopr’ = G > F(@)pnpgpy ' ( G > f(hgh™)pugn-1(x) G > flu
| | geG ‘ | geG | ’ geG
D’apres le lemme de Schur, dans le cas ou V est irréductible, fi, est une homothétie de rapport

1

A= (fv) dim vV <fV7XV>

dimV
O

Proposition 27. Les caractéres irréductibles de G forment une base orthonormée de
I’ensemble des fonctions centrales.

Preuve : On a déja que les caracteres irréductibles forment une famille orthonormée. 11
faut alors prouver qu’elles engendrent I’ensemble des fonctions centrales. Pour cela, montrons
qu’'une fonction centrale orthogonale aux conjugués des caracteres irréductibles est nécessaire-
ment nulle.

Soit f une fonction centrale orthogonale aux conjugués des caracteres irréductibles. D’apres la
proposition précédente, les applications fy, sont alors nulles pour les V; représentations irréduc-
tibles. Donc pour toute représentation V', fy est nulle.

En particulier pour V' = C[G], on a fv(el) |G| >gec f(g)eg =0donc Vg € G, f(g) = O

Cette proposition permet de dénombrer le nombre de représentation irréductible d’un groupe.
En effet, la dimension de ’espace vectoriel des fonctions central est alors égal aux nombres de
caracteres irréductibles. Ainsi, le nombre de caractere irréductible est égal au nombre de classe
de conjugaison de G.



Représentations linéaires de groupes finis 8

1.3 Construction de représentation

1.3.1 Produit tensoriel

Proposition 28. Soit G, Gy deuz groupes finis ayant pour représentation (Vi,p1),
(Va, p2). L’application :

pviev, : GixGy — GL(V1 @ \»)
(91,92) = (z@y= (p1(91)(x) @ p2(92)(¥))

définit une représentation linéaire de G X G sur Vi ® V,

En particulier pour G; = Ga, le sous-groupe diagonal {(z, z) |z € G} induit une représenta-
tion linéaire sur V;®V5. Cela permet de construire des représentations a partir de représentations
existantes.

Notons que comme pour u € L(V,V),v € L(V'), tr(u ® v) = tr(u)tr(v), on a xv,ev, = X1 X4

Proposition 29. Supposons de plus que (Vi,p1), (Va,pa) sont irréductibles. Alors la
représentations de G X Gy sur Vi ® Vy est irréductible.

Preuve : Posons x; et xs les caracteres des représentations sur V; et V5, et x le caractere
de la représentation sur V; ® V5. On a

O e A R (I )

(91,92)€G1xG2

X g X g
(|G1 912?1 1 ) (|G2 926sz i )

=1

Donc x est irréductible. 0

Dans le cas du produit tensoriel d'une représentation de degré 1 et d’une représentation
irréductible, la représentation de G sur produit tensoriel est irréductible.

Proposition 30. Soit G un groupe fini, (V,p) une représentation irréductible, (V' ¢)
une représentation de degré 1. La représentation (V @ V', p® ¢e) de G est irréductible.

Preuve : Appliquons le critere d’irréductibilité :

<Xp®z—:a Xp®s> <Xst> XpXe> G Z XpXeXpXe
| ’ seG

X
|G’ ;XPXP X&XE
Or, ¢ est de degré 1 donc . = tr(p.) = p.. Comme G est un groupe fini, on a (p.)'“! = 1 donc
pe € Ujg. En particulier |p.|* = x.xz = 1. Dot :

<Xp®sa Xp@e G Z XpXp
| ’ seG

=1 car p est irréductible
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1.3.2 Représentations induites

Soit H un sous-groupe de G. Soit (V, p) une espace de représentation de G.
Supposons que (W), p) soit une sous-représentation de V. Alors pour tout h € H,p,W = W.
Ainsi, pour tout s € G, h € H, ps; W = p;W. Ainsi 'ensemble p;,WW ne dépend que de la classe
a gauche de s modulo H.
Smt Ji,---,Qp un systéme de représentant de I’ensemble quotient G/H de sorte que G =

|_| giH. Posons V' = @ pg; W. V' est une sous-représentation de (V, p) car les p,, W sont des
i=1 i=1
permutations entre elles.

On dit que V est induite par la représentation de H si V =V’

Définition 31. On dit que la représentation (V, p) de G est induite par une représentation
(W,0) de H < G'si V est de la forme V = @ W, avec W, des sous-espaces vectoriels

oeG/H

de W.

Proposition 32. Soit (V, p) une représentation de G induite par (W,0) de H. Soit R un
systéme de représentation de G/H, alors pour tout g € G, on a

Xo(9) = Y xe(r7lgr) = Do Xe(sT'gs).
TER seG
r_lgreH _lgeeH

Preuve: OnaV = @ prW . Pour tout g € G, p, permute les p,W. Sa trace est alors égal
reR
a la somme des traces des endomorphismes induit par p, sur les p,W que p, laisse invariant.

D’ou
Xg = tr(py) = Z tr((pg))p,w)-

r€ER
pg(prW)=prW

Or py(p,W) = p,W <= r7lgr € H et pour r'gr € H, p—1pyp, = 0(r 'gr) donc
tr((pg)jp,w) = tr(0(r~'gr)) = xo(s™'gs).

De plus,
> xe(sTigs) =D D xels'gs).
seG reR se€rH
371956H s*lgseH

Or, si s € rH, il existe h € H tel que s =rh. D’ou

Yooo> s xe(sTlgs) =D > xe(sT'gs)=[H| DY xe(r'gr).

reR heH reR heH réR
h*lrflgrhEH r*lgTEH r*lg'rEH

d’ou le résultat. 0

1.4 Application : Représentations irréductibles de S5 et 5,

Pour tout n € N, il existe deux représentations de .S,, de dimension 1 :
La représentation triviale ¢ : o € S,, — id et la représentation signature ¢ : ¢ € S,, — ¢(0)id. Le
caractere de ces représentations sont respectivement constante égal a 1 et égal a la signature de
la permutation.Ces deux représentations sont irréductibles car de degré 1 et non isomorphes.
Déterminons pour S3 et Sy les autres représentations irréductibles.
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1.4.1 Représentations irréductibles de S;3

Construisons la table de caracteres de Ss :
S3 possede 3 classes de conjugaison : C7 = {id},Cy = {(12),(13),(23)},C3 = {(123)}. S3
admet donc 3 représentations irréductibles. Il reste donc une représentation irréductible (V,0)
de caractere yp. Comme 12 4+ 12 + (dim V)? = |S3] = 6, on a dim V = 2.
En considérant la représentation C[Ss] de caractere xcis,, on a Xt + X= + 2X9 = Xc[ss] €t
Xc[ss)(id) = 6 et pour toute autre permutation o, xcs, (o) = 0. D’out : Dot x((12)) = 0 et
X((123)) = —1. Ceci donne la table de caractere de Ss :

Ss | Cia | Crigy | Clizs)
w1 1 1
ol 21 0 | =1
| 1] =1 ] 1

La représentation V est en réalité la représentation de Sy sur H = {(z,y) € C*|x +y = 0}
décrite dans 'exemple 4.

1.4.2 Représentations irréductibles de 9,

Comme Sy possede 5 classes de conjugaisons : Ciq l'identité, C(;2) contenant les transpo-
sitions, C(12y34) contenant les doubles transpositions, C(;23) contenant les 3-cycles, C(1234)
contenant les quatre cycles. Il y a donc 5 représentations irréductibles.

Construisons la table de caractere de Sy : On sait que S, agit sur H = {(z,y, z,t) € C}|lz +y +
z 4+t = 0} par permutation des coordonnées que 'on notera 6 et que cette représentation est
irréductible, calculons sa table de caractere. Posons

er = (1,-1,0,0),es = (1,0,—1,0), e5 = (1,0,0, 1)

On a
1 00 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Ma={0 10| Mamy=[0 1 0| .Muayy=[1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1
Muyozgy=|1 0 0 [, Muyey=|0 0 1
0 1 0 0 1 0

d’ou les caractéres suivant :

xo(id) = 3, x6((12)) = 1,x6((123)) = 0,x6((1234)) = =1, x4((12)(34)) = —1

Comme la représentation signature est de degré 1 et la représentation 6 est irréductible,
le produit tensoriel des deux représentations dont le caractere est donnée par x; = X,xe est

irréductible. .

I reste une représentation irréductible (V, p), dont la relation » (dim V;)* = 24 nous assure
k=1
que dim V' = 2. Le caractere de cette représentation peuvent s’en déduire grace a la relation

24 sig=id

Vg € Sn, xi(9) + x=(9) + 3xo(g) + 3x5(9) + 2x,(9) = { .
0 sinon
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On en déduit alors la table de caractere complete de S; :

Ss | Cia | Coy | Caayaay | Cazs) | Cazsa
1] 1 1 1 1

xo| 3| 1 ) 0 )
X, 2| 0 2 -1 0
Xal 3 1] -1 1

.| 1| -1 1 1 1

La représentation 6, peut se voir géométriquement. En effet, I'image de Sy par 6 peut se
voir comme le sous-groupe de O3(R) laissant le cube invariant. Les éléments de S, agissent de
la maniere suivante :

Transpositions (6 éléments) : Il s’agit
d’une rotation d’angle 7 d’axe la droite pas-
sant par le milieu des arétes reliant les dia-
gonales. /

3-cycle (8 éléments) : Il s’agit d’une ro-
tation autour de la diagonale D; qui n’inter-
vient pas dans \

@)
oy

4-cycle (6 éléments) : Il s’agit d’une rota-
tion d’angle 7 autour de I'axe passant par le |
centre de deux faces opposées.

G
=

Double transpositions (3 éléments) : Il
s'agit d'une rotation d’angle m autour de
I’axe passant par le centre de deux faces op-
posées.
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2 Transformée de Fourier, convolution et application

2.1 Transformée de Fourier et convolution

Soit f, g deux fonctions définies sur G a valeurs dans C, on définit le produit de convolution

f * g par
Vs € G, fxg(s)=>_ f(st™)

teG

Soit (V,p) un espace de représentation de G, on définit la transformée de Fourier de f
comme |’endomorphisme :
=> fls)p

seG

La transformée de Fourier est compatible avec le produit de convolution :

Proposition 33. Soit f et g deux fonctions sur G a valeurs dans C de représentation
(Vip), ona (f x9), = foGp

Preuve :
(F*9)p = > (=)

= Z Z f(stil)g(t)pst_lpt
seG teG

=> > flu 8)PuPu-1s
seGue@G

= > fluw)pu Y glu's)pu-1s
ueG seG

- (S s@n) (S st

ueG veG
= fﬂgp

Ainsi pour k£ € N, on a f*"? = ﬁ“

Proposition 34 (Formule d’inversion de Plancherel). Soit f,g deux fonctions de G a
valeurs dans C, p', ..., p* les représentations irréductibles de G de dimension respectives
di,...,dy. On a

Vs € G, f(s Zdtr Pt fpr)-

Vs € G, Z f(sil)g ’G| Zd tl‘ fngpz)

se€G

Preuve : Comme la formule est linéaire en f, il suffit de montrer que les deux expressions
1 sis=t
coincident sur une base de I’ensemble des fonctions de G dans C. Pour f(t) = dg = 0 s
sinon
, on a

Jo= Z OstPs = Pi

seG
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d’ou le membre de droite est égale a
k o k ' k
S ditr(pipi) = Y ditr(pln) = 3 dixa(s™) = xer(s7H) = e
i=1 i=1 i=1
De méme, il suffit de le montrer pour f(s) = &, il suffit donc de montrer que g(t™') =
1
| G\ Z ditr(pig,,) ce qui est bien vérifiée. O

Dans le cas des représentations irréductibles, la transformée de Fourier d’une fonction cen-
trale vérifie une propriété particuliere :

Proposition 35. Soit f : G — C une fonction centrale, et (V,p) une représentation de
G. Alors il existe A € C tel que f = Nd. De plus, A vérifie A = ¢ (f Xv)

Preuve : Pour s € G,

(pa) " Folps) = ()" 3 FW)pef (ps) = D F(E)psmres = 3 f(sts oy = f,
teG teG te@
car f est centrale. Ainsi, d’apres le lemme de Schur, f est de la forme f = Aid avec
1 G
A= 35 f ) = )
dp dp (= p

OJ
Ainsi, si f est constant sur les classes de conjugaison, on a pour tout & € N, f* = A\¥id avec
A décrit plus haut.

2.2 Application : Modele des transpositions aléatoires

Une application de la théorie des représentations du groupe symétrique est I'étude des
marches aléatoires dans S,. On s’intéresse au probléme suivant : Etant donné un ensemble
trié a n éléments, on s’intéresse au nombre minimum de transposition a appliquer pour que
I’ensemble soit "bien mélangé".

Modélisons un mélange par une permutation de S,,. Comme chaque permutation se décom-
pose en produit de transposition, on peut considérer ainsi un mélange comme un ensemble de
transpositions.

Le probléme consiste a estimer le nombre de transpositions aléatoires a appliquer pour avoir
un mélange "uniforme".

Modélisons un mélange élémentaire par une probabilité P sur S, définit par P(id) = % et pour
toute transposition 7, P(7) = % et P(0) = 0 pour tout autre permutation o.

Soit U la probabilité uniforme sur G, le probleme étant de savoir quelle est le plus petit k
vérifiant d(P** U) < € pour un ¢ > 0 donné.

On considére sur I'ensemble des probabilités sur G la métrique d(P, Q) de la distance en
variation totale définie par d(P, Q) = max IP(A) — Q(A)]

Remarque 36. La distance en variation totale s’exprime d’une autre maniere, plus pratique :

Z!P ()]

SEG
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En effet, soit B = {s € G|P(s) > Q(s)}. On a premiérement que pour toute partie A C G,

s€A

= ; (P(s) — Q)+ Y (P(s) —Q(s))
s€ANB s€ANB

< ¥ (P(5) - QL) _

<> ) =P(B) - Q(B)

et de méme, on a P(A) — Q(A) > P(B) — Q(B) = —(P(B) — Q(B)) d’'ou |[P(A) — Q(A)| atteint
son maximum en B.
Ainsi,

2d(P,Q) = P(B) - Q(B) — (P(B) — P(B))
=2_(P(s) = Q(s)) = 2_(P(s) = Q(s))

seB s¢B
=>_IP(s) = Qs)| + D_ [P(s) —

seB s¢B
=>_[P(s) -

seG

d’ou I'égalité.

Pour cela, nous nous appuierons sur un lemme permettant d’estimer la distance d’une
probabilité P et de la probabilité uniforme U.

Lemme 37. Soit P une probabilité sur un groupe fini G, alors en notant Irr(G)* ’en-
semble des représentations irréductibles non triviales on a :

Z dptr(f)pf)p)

pElrr(G)*

d(P,U)? <

| =

Preuve : On a

4d(P,U)? = (2d(P, U)) (Z IP(s) )2

< |5|612(;|P(8) —U(s)l?

= |G| (S;;P(s)2 + SEZC;U(S)2 — QSEZ(;P(S)U(S)>
101570 )

= p%%c) (dptr(PpPp)) —1

Or pour la représentation triviale p, on a

d,tr(P,P,) =1
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d’ou le résultat. .
Comme P est constant sur les classes de conjugaison, on a P¥ = AFid avec A = - S P)xv(t) =

P teG
1 /1 —1) 2
1 <dp N W)Mxm)) dol

d, \n 2
k
pr— (L nlw(m)
n n d,

o= 1 n—1xv(n) 2
On a donc tr(P,P,) = d, (n + - X‘;l )
p

Posons r(p) = X‘ZIET), le lemme fournit une majoration de la distance entre P et U :

1 1 n-1 oW
dPFUE < Y ( + r(p))
4 pElrr(Sn)* n n
Notons que pour une transposition 7, on a ,03 = p,;2 = id, ainsi p, est une symétrie donc on
a [trp,| < dimV = trpyq. Par Pabsurde, si trp, = dim V' alors par invariance de la trace sur les
classes de conjugaisons, pour toute transposition 7, tr(p,) = dim V' donc pour toute transposi-
tion 7, p, = id donc comme les transpositions génerent S, il s’agit de la représentation triviale.
Donc |r(p)| < 1. Donc (% + ”T_lr(p)) < 1. Ainsi, la somme tend vers 0 lorsque & — +o00. Pour
évaluer, la vitesse de convergence de la somme et établir a partir de quel k£ on a d(P* U)? < ¢,
il faut étudier les r(p) pour chaque représentation irréductible de S,,.

Pour n = 4, on dispose de :

Représentationp | d, | x,(7) | 7(p)
X0 3] 1 3
Xp 2 0 0
X4 31 -3 | -1
Xe 1] -1 | -1

Ainsi, on a

1 1 2k 1 2k 1 2k
o500 ()" ()
[P — U] _4(9 5) +9(=5) + (-3

19 1

R

. V19

P+ — Ul = Y
In(2%)

Pour € donné, on peut donc prendre £ > BV
n
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3 Construction de représentation irréductible du groupe
symétrique

Dans toute la suite, n désignera un entier strictement positif. S,, le groupe symétrique, et €
I’application signature.
Il y a autant de représentation irréductible du groupe symétrique S,, que de classe de conjugai-
son, il y en a donc p(n) (avec p(n) le nombre de partition de 'entier n) car deux éléments de
S, sont conjugués si et seulement si leur décomposition en cycles a support disjoints contient
le méme nombre de k—cycle pour tout k£ € [1,n]. La construction suivante, permet a partir
d’une partition, de construire une représentation irréductible de S,,.

3.1 Tableaux de Young

3.1.1 Partition d’un entier

Définition 38. On dit que A = (Aq, ..., \x) est une partition de Uentier nsi A\y > -+ > A\
et M+ 4+ X =n.

Exemple 39. A\ = (5,4,4, 1) est une partition de 14

On peut représenter graphiquement une partition de n par un diagramme appelé dia-
gramme de Young constitué d'un tableau dont la ¢ ligne contient \; case(s) vide(s).

FIGURE 1 — Diagramme de Young pour A = (5,4,4,1)

Remarque 40. En notant p(n) le nombre de partition de n, on peut montrer que la série
+00 +00 1

entiere » p(n)z" converge pour x < 1 et vérifie Y p(n)z" = [] 1% Un résultat di a
n n=0 k=0~

4n+/3 3

1 2
Hardy et Ramanujan montre que p(n) ~ ——= exp (7‘( n)

Définition 41. Soit A = (Ay,..., \x), & = (p1, ..., ) deux partitions de n. On dit que
A majorise i et on note A > pu lorsque

Graphiquement, A = (A1,..., Ax) & = (u1,..., ) si et seulement si la courbe constituée
des lignes brisées reliant (i, A;) a (i + 1, ;1) se situe au dessus de la courbe constituée des
lignes brisées reliant (i, ;) & (i + 1, fiy1)-

Exemple 42. Pour n = 6, A = (2,2,1) majorise p = (2,1,1) car 3 > 2,3+2 > 2+ 2, et
3+2+1>22+2+2.
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0 1 2 3

FIGURE2 - A= (2,2,1)> (2,1,1) = pu

Définition 43. On dit qu’un tableau t est un A—diagramme si ¢ est un diagramme de
Young associé a la partition A dans lequel on a rempli les cases par des valeurs 1,...,n
en placant une seule fois chaque nombre.

21411 14 2 5
121715 6171819
Exemple 44. Les tableaux t = et t/ = sont des A—tableaux
1111019 | 6 10111(12]13
13 14

pour A = (5,4,4,1)

Lemme 45. Soit \, u deuz partitions de n, t un A—tableau et t' un p—tableau. Si pour
tout i, les nombres de la i¢ ligne de t sont dans des colonnes différentes de t', alors X\ > u

Preuve : Soit ¢ une ligne de ¢, comme tous les éléments de la ¢ ligne de ¢ sont dans des
colonnes différentes de t', on peut permuter ces éléments pour les mettre dans les i€ ligne de t.
Donc il y a forcément plus de cases dans la ¢ ligne de ¢t que dans la ¢ ligne de ¢'. 0

3.2 Construction de représentations de 5,
3.2.1 Construction de M*

Fixons une partition A de n,

Le groupe symétrique 5, agit sur ’ensemble des A—tableaux par permutation des éléments.
Pour ¢t un A\—tableau.

Posons C; le sous-groupe de S, laissant les colonnes invariantes.
Posons L; le sous-groupe de S,, laissant les lignes invariantes.

11513
Par exemple, pourt=|2 1|6 , 0n a L; ~ 5{17375} X 5{2,6} X 5{4} et Ct ~ 5{17274} X 5{5,6} X S{g}
4

avec Sx le sous-groupe de S, laissant invariant le sous-ensemble X de [1,n].

Posons la relation d’équivalence sur les A—tableaux ¢ définie par t; ~ ty si et seulement si
les lignes de ¢; et de to comportent les mémes éléments c’est a dire s’il existe o € L; tel que
t1 = oty (t; et ty appartiennent a la méme orbite sous action de L;).

Pour t un A—tableau, on notera {t} la classe d’équivalence de t pour cette relation d’équivalence
(c’est un tableau dont les lignes sont non ordonnés) qu’on appelera tabloid.
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1 3 5
On notera pour t définie précédemment, 2 6
4

Notons {t1}, ..., {tx} les différentes classes d’équivalence de ~. On définit M* := C[{t,}, ..., {ts}]
I'espace vectoriel libre sur ’ensemble des tabloids (I’espace vectoriel dont une base est indexée

par {t1},...,{tx}).

le tabloid {t} associé a t.

Sy, agit sur les tabloids avec : Vo € S, 0{t} = {0t} qui ne dépend pas de ’élément ¢ de la
classe d’équivalence. Il s’ensuit la proposition suivante :

Proposition 46. Pour toute partition X\, M définit une représentation de S,,.

Preuve : L, est isomorphe a sous-groupe de S,, et & chaque élément de M?*, on peut
associer un L;, donc on peut associer a chaque élément de M* une permutation. Ainsi M* est
isomorphe & une sous-algebre de C[S,] La relation Vo € S, 0{t} = {ot} montre que M* est

stable par o, donc définit une sous-représentation de C[S,,]. O
Exemple 47.
— Pour A = (n), les A—tableaux sont de la forme | 4; |...| i, |donc pour tous les A—tableaux
~——

n cases

appartiennent & la méme classe d’équivalence {t}, d’on M* ~ C.

gl

— Pour A =(1,...,1), les A—tableaux sont de la forme : donc les classes d’équivalences

in

sont des singletons, il y en a autant que de permutations de S,, d’ott M* ~ C[S,)]

i | i
— Pour A = (n—1,1), les A—tableaux sont de la forme donc les A—tableaux
in

sont uniquement déterminés par I’élément 7,, sur la deuxieme ligne, il y a donc n classes
d’équivalence. On a M* ~ C"

Les M* définissent ainsi des représentations du groupe symétrique mais celles-ci ne sont pas
forcément irréductibles.

3.2.2 Module de Specht et irréductibilité

Le but de cette sous-partie est de construire des sous-représentations irréductibles de M.

Posons
er= Y e(m)m({t}) € M
TeCy
113 1 3
Exemple 48. Pour ¢t = ona {t} = et Cp ~ Spi9y X Siz 51 X Sy
2 5 4 2 5 4
1 3 2 3 1 5 2 3
D'ou e, = - — +
2 5 4 1 5 4 2 3 4 1 5 4

Les vecteurs e; possedent quelques propriétés :
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Proposition 49. Pour tout o € S,,, oe; = €4y

Preuve : Onae, = Y e(m)m({ot}). Or, en considérant la classe d’équivalence [t] de ¢

7€Cot
par la relation t; ~ t, si et seulement si les colonnes de t; et t5 possedent les mémes nombres,
on a comme précédemment [ot] = oft] don 7 € C,y < Tot] = [ot] < o '70[t] =

[t] <= o710 € C;. Ainsi, on dispose de I'égalité Cyy = 07 1Cyo.

En effectuant le changement de variable dans la somme 7’ = omo™!, on a

eor = »_ e(m)(on'c ) ({ot}) =0 > e(m)n({t}) = oe;
w'eCy weCy
O
Ainsi, I'ensemble des e, est stable par S,, et définit ainsi une sous-représentation de M* que
'on appelle module de Specht noté S*.

Exemple 50. Il est possible de retrouver des représentations connues a partir de partition
simple de n.

— Pour A = (n), pour tout A—tableau, 'espace S* est un sous-espace vectoriel de M* donc
est de dimension 1 et est donc égal a 1 sur lequel Vo € S,,,0e; = e,; = e; car tous les
A—tableaux sont équivalents. Donc la représentation S* est la représentation triviale de
Sh-

— Pour A= (1,...,1), on a C; = S, d’on pour tout A—tableaux,

T=0T

oer= Y e(m)om)({t}) = 3 el (M) {t}) =¢elo) X e()(n)({t}) = =(0)e,

TESH TESH TESY

D’oll comme 7e; = er, S* est un espace vectoriel de dimension 1 sur lequel I’action de
o est e(0)id d’ott S* est la représentation signature.

— Pour A = (n—1,1), il y a n tabloids que 'on notera t1, ..., t, avec t; possédant i sur sa
deuxieme ligne. Pour i € [1,n], t € t; un élément de la classe d’équivalence, Cy ~ Sy
avec k € [1,n]\ {i}, la valeur de la premiere case de la premiere ligne (t est de la forme

k|7 |...]7

t= ). C; contient donc deux éléments : I'identité et une transposition

i

(k4). On a donc ¢; = {t} — (ki){t} =t; — tx. Ainsi, S* est 'hyperplan H de M* définie

par H = {(z1,...,2,) € M |21+ ..., 2, = 0}.

On peut montrer que ces représentations sont en réalité irréductibles. Pour cela, nous utili-
serons le théoréme du sous-module dont nous avons besoin d’un lemme pour pouvoir démontrer.

Lemme 51. Soit t un A—tableau et s un p—tableau tels que Y e(m)m({s}) # 0. Alors
meCt

AD u, et st A= pu, alors la somme est égale a +e;

Preuve : Soit a,b € [1,n] tel que a et b appartiennent a la méme ligne dans s et a la
méme colonne de t.

Comme a et b appartiennent a la méme colonne de t, (id, (a b)) est un sous-groupe de C;. Soit
k
o1,...,0% tel que Cy = |_| 0:(id, (ab)).

i=1
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M?r

> e(mm({s}) =]

TeCl

(e(or)or({s}) + e(ar(ab))or(ab)({s}))

@
I
—

I

s
Il
i

e(ar)or({st — (ab)({s}))

Or, comme a et b appartiennent a la méme ligne dans s, on a (ab){s} = {s} d’ou {s}—(ab){s} =
0 d’ou la somme est nulle ce qui est contraire a I’hypothese. Ainsi, pour tout a et b appartenant
a la méme ligne dans s, a et b n’appartiennent pas a la méme colonne dans ¢ donc d’apres le
lemme 3, on a A > p.

Si de plus A = p, alors comme d’apres le cas précédent, les nombres des lignes de s appartiennent
a des colonnes différentes de t, en les ré-ordonnant, il existe une application ¢ € C; tel que
o{t} = {s}. Ainsi on a :

> emr({sh) = > e(mm(o{t}) ”; Z I ({t}) = e@) e

C, C,
mely el E{:I:l}

O
Ainsi, en posant ¢t un A—tableau, pour tout v € M?*, comme u est combinaison linéaire
d’élément de la forme {s} et que Y e(m)m({s}) est colinéaire a e;, alors »  e(m)m(u) est
weCy TeCy
colinéaire a e;.

Posons un produit scalaire (.,.) sur M* définie sur la base des {t} par ({t},{s}) = 1 si
{t} = {s} et 0 sinon. On a Vo € S, (c{t},o{s}) = {ot},{os}) = {{t}, {s}) par bijectivité de
o : les éléments de S, sont des isométries pour ce produit scalaire.

Théoréme 52 (Théoréme du submodule). Soit U une sous-représentation de M?*, alors
SACU oulU c SM.

Preuve : Soit U une sous-représentation de M?, alors soit u € U, il existe ¢ € C tel que

> e(m)m(u) = cey.
TeCh
Si ¢ # 0 alors par stabilité de U, on a ¢, € U donc S C U.

Sic=0, alors

0= (2 e(mm(u),{t}) = (x(u), 3 e(m{t}) = (u, (Z 8(#)(W‘1){t})> = (u,e) =0

meCh meCl TeClt

donc U C S*. O
Ainsi, il en découle que les S* sont irréductibles.

Il reste & montrer que tous les S* sont non-isomorphes.
Soit A et p tel que S* et S* sont isomorphes, il existe un isomorphisme de représentation
T: S — S
On peut étendre T en un morphisme de représentation de M* — S* en posant 7' = 0 sur S*.
Ker(T) est alors une sous-représentation de M* donc d’aprés le théoréme du sous-module : soit
S* C Ker(T) soit Ker(T) c (S*)*. Si S* € Ker(T) alors T est application nulle ce qui est
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exclu. Donc Ker(T) C (S*)4, d’ott Te; # 0.
Or,

Te,=T (Z 8(7T)7T({t})) = > e(mm(T({t}))
meCy meCl
car T est S,—équivariant. Or, (T'({t})) € M*" donc en décomposant dans la base des {s} des

p—tabloid, on en déduit qu'il existe un tableau p—tableau s tel que Y e(m)m({s}) # 0 donc
TeCl
d’apres un lemme précédent A > p.

En ré-itérant avec 7= on a > X d'ott A = p.
Ainsi, les S* sont irréductibles.

Ainsi & chaque \ partition de n, correspond une représentation M* contenant une unique
sous-représentation irréductible S*. Comme il y a p(n) partition de n, qui est autant que de
classe de conjugaison de S,,, on a construit ainsi toutes les représentations irréductibles de S,,.

3.3 Application : Représentations irréductibles de S, et S;

Indexons I’ensemble des tabloids avec la relation d’ordre totale suivante : Pour chaque ta-
bloid, il existe un unique tableau ¢ dans chaque classe d’équivalence tel que la suite des nombres
sur chaque ligne soit une suite croissante. Considérons alors la relation d’ordre totale sur les
A—tabloid défini par t; <ty <= t; < {5 avec = l'ordre lexicographique sur les tableaux. Dans
toute la suite on notera By, la base de M* des tabloids rangés selon I’ordre défini précédemment.

Pour calculer explicitement les représentations irréductibles de .S,, pour n quelconque, j’ai
développé un programme (dont le code est disponible en annexe) permettant de calculer numé-
riquement les espaces M?* et S* et de calculer explicitement les matrices de la représentation
de chaque permutation sur S*.

3.3.1 Représentation irréductible de 5,

On a p(5) =7, il y a donc 7 représentations irréductibles de S5. Construisons les différents
ensembles S* pour A des partitions non triviales de 5.
Notons 4i : t — e;, pour chaque partition )\, on a S* = Im(p) d’ott dim S* = rgep. Etudions
alors I'image de ¢ pour les différentes partitions de 5.
La représentation correspondant a la partition (3,1) a déja été étudiée. Il reste a étudier les
représentations associées aux partitions (2,2) et (2,1,1)

Pour )\ = (2,2),
On a dim M* = 2 = 6.

212!
Numériquement, on trouve dim S* = 2 et S* est engendré par les vecteurs (dont on donnera
les coordonnées dans la base B :
e =(—1,0,1,0,—1,1) e, = (0,1,—1,1,0, —1)

Dans la base B les permutations agissent selon les matrices :

(2, )y (4 ) s (3
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Pour A = (2,1,1),

On a dim M* = %:1' =12.
Numériquement, on trouve dim S* = 3 et S* est engendré par les vecteurs (dont on donnera
les coordonnées dans la base B :

er=(1,0,-1,1,0,-1,0,1,—-1,0,0,0) 2 = (—1,1,0,0,—1,1,-1,0,0,1,0,0) e3 = (0, —1,1,—1,1,0,0, 0,0, -

Dans la base B les permutations agissent selon les matrices :

M2 =

1 0
1 -1
0

0
0
-1

010
s Maazy= (0 0 1|, Muazg =
1 00

0
0
-1

11
0o 1],
0 1

M2 =

o O =

o = O

On retrouve bien la table de caractere établie a la section 1.

3.3.2 Représentations irréductibles de S;

On a p(5) =7, il y a donc 7 représentations irréductibles de Ss. Construisons les différents
ensembles S* pour A des partitions non triviales de 5.
Notons ¢ : t — e;, pour chaque partition ), on a S* = Im(p) d’ott dim S* = rgp. En étudiant
I'image de ¢ pour les différentes partitions de 5, on peut en déduire la table de caractere
suivante :

Partition Cia | Caoy | Cayaay | Cazs) | Cazsyas) | Cazsay | Clazsas)
B 1| 1 1 1 1 1 1
@1 1] 2 0 1 ] 0 1
(3.2) 5 1 1 1 1 1 0
(3,1,1) 6 | 0 ) 0 0 0 1
(2,2,1) 51 —1 1 1 1 1 0
2.1.1,1) | 4| =2 0 1 1 0 7
LLLLD | 1| -1 1 ) 1 1 1

On peut alors appliquer ce résultat pour évaluer la distance dans le modele de transpositions
aléatoires. Pour n = 5, on dispose de :

Partition associé a p | d, | x,(7) r(lp)
4,1 4 2 =

( ) ) %
3,2 -

( ) ) 5
(3,1,1) 6| 0 | 0
—1

2,2, 1 ) -1 | —

( ) Y ) _51
(2,1,1,1) 4| 2|+
(1,L,1,1,1) I 1 | 21

Ainsi, on a

I[P —U|* <

<§>2k +25 (295>2k +25 (215>2k +16 <_;)2k N <_§)2k>
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